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ВВЕДЕНИЕ 
 

Многие конкретные пространства, рассматриваемые в функциональ-

ном анализе, характеризуются общими свойствами линейности: элементы 

этих пространств (функции, числовые последовательности и т.д.) можно 

складывать друг с другом и умножать на числа, получая элементы того же 

пространства. Следуя принятому в математике аксиоматическому подходу, 

основные из этих свойств выделяют в систему аксиом, определяющих об-

щее понятие линейного пространства, которое является одним из важней-

ших понятий современной математики. 

Мы здесь считаем, что все соответствующие определения, свойства и 

аксиомы известны (например, из курса линейной алгебры). Напомним 

только, что если в качестве скаляров в линейном пространстве берутся ве-

щественные (комплексные) числа, то оно называется вещественным или 

действительным (комплексным) линейным пространством. 

Настоящее пособие является второй частью курса линейного функ-

ционального анализа и посвящено изучению основных разновидностей 

линейных нормированных пространств, а также их общих свойств. Струк-

тура пособия повторяет структуру первой части курса – “Метрические 

пространства”. 

Во втором издании исправлено значительное количество неточностей, 

опечаток и ошибок, от которых оказалось несвободно первое издание. Ос-

новные дополнения касаются практической части – задач и примеров их 

решения. 
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1. Линейные пространства: основные определения и 

вспомогательные неравенства 
 

Определение: пусть E  – множество элементов некоторой природы. 

Оно называется линейным (векторным) пространством, если удовлетворя-

ет следующим свойствам: 

I. E  – абелева группа относительно групповой операции сложения, 

т.е. ,x y E   определена сумма x y E  , причем операция сложения 

удовлетворяет следующим аксиомам: 

1. x y y x    – коммутативность; 

2. ( ) ( )x y z x y z      – ассоциативность; 

3. существует единственный элемент 0 E  такой, что 0 0x x x    ; 

4. x E   существует единственный элемент ( )x E   такой, что 

( ) 0x x   . 

II. Определено умножение элементов , ,...x y E  на вещественные 

(комплексные) числа , ,...  , причем x E   и выполнены аксиомы: 

1. ( ) ( )x x    – ассоциативность; 

2. ( )x y x y      и ( )x x x       – дистрибутивность; 

3. существует единственный элемент 1 E  такой, что 1 x x  . 

Замечание: элемент 0 называется нулевым элементом или нулем 

множества E , элемент ( )x  называется противоположным элементу x , 

элемент 1 называется единичным элементом или единицей множества E . 

Определение: два линейных пространства E  и 'E  называются изо-

морфными, если между элементами этих пространств можно установить 

взаимно однозначное соответствие, сохраняющее алгебраические опера-

ции, т.е., если ,x y E , ', ' 'x y E  и если 'x x , 'y y , то ' 'x y x y    и 

'x x  . 
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Определение: элементы 1 2, ,..., nx x x  линейного пространства E  назы-

ваются линейно независимыми, если из равенства 1 1 2 2 ... 0n nx x x       

следует, что 1 2 ... 0n      . Если хотя бы одно из чисел i  ( 1,i n ) не 

равно нулю, но при этом 1 1 2 2 ... 0n nx x x      , то элементы 1 2, ,..., nx x x  

называются линейно зависимыми. 

Замечание: пусть, например, 0n  , тогда 

1 2 1
1 2 1 1 1 2 2 1 1... ...n

n n n n
n n n

x x x x x x x     
  


           , 

т.е. в случае линейной зависимости хотя бы один из элементов представля-

ет собой линейную комбинацию остальных. 

Определение: бесконечная система элементов 1 2, ,...x x  линейного про-

странства E  называется линейно независимой, если любая ее конечная 

подсистема линейно независима. 

Определение: пусть E  – линейное пространство, L E  – непустое 

подмножество. L  называется линейным многообразием, если из условия 

1 2, ,..., nx x x L  следует, что 1 1 2 2 ... n nx x x L      . 

Определение: линейной оболочкой конечной или бесконечной систе-

мы элементов 1 2, ,...x x  линейного пространства E  называется множество 

всевозможных линейных комбинаций вида 
1

n

k k
k

x

  при разных n . 

Определение: если в линейном многообразии L  существует n  линей-

но независимых элементов 1 2, ,..., nx x x , а любые 1n   элементов из L  уже 

линейно зависимы, то число n  называется числом измерений L , а сама со-

вокупность элементов 1 2, ,..., nx x x  называется базисом в L . Если же 

1 2, ,..., nx x x  линейно зависимы, то числом измерений линейного многообра-

зия L  называется максимальное число линейно независимых элементов из 

совокупности 1 2, ,..., nx x x . Само многообразие L  при этом называется ко-

нечномерным. 
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Определение: если в линейном пространстве E  (линейном многооб-

разии L ) для любого числа n  существует n  линейно независимых элемен-

тов, то пространство E  (линейное многообразие L ) называется бесконеч-

номерным. 

Определение: пусть E  – линейное пространство, 1 2, ,..., nL L L  – при-

надлежащие ему линейные многообразия. Если x E   можно единствен-

ным образом представить в виде 1 2 ... nx x x x    , где i ix L  ( 1,i n ), то 

E  называется прямой суммой многообразий и обозначается 

1 2
1

...
n

n k
k

E L L L L


      . 

Теорема (о разложении в прямую сумму): пусть E  – линейное про-

странство, 1 2,L L E  – линейные многообразия. Тогда если 1 2E L L  , то 

1L  и 2L  имеют общим только нулевой элемент пространства E . Обратно: 

если x E   может быть представлен в виде 1 2x x x  , где 1 1x L , 2 2x L  

и  1 2 0L L  , то 1 2E L L  . 

Доказательство: из условия 1 2E L L   и определения прямой сум-

мы следует, что x E   можно единственным способом представить в виде 

1 2x x x  , где 1 1x L , 2 2x L . Пусть 1 2y L L  , тогда 1y L  и 2y L , зна-

чит, в силу линейности многообразий 1L  и 2L , 1 1x y L  , 2 2x y L  . Да-

лее, очевидно, что 1 2( ) ( )x x y x y    , т.е. элемент x  оказался разложен 

двумя способами. Поскольку разложение должно быть единственным, то 

1 1x x y   и 2 2x x y  , откуда 0y  . 

Обратно: пусть x E   1 2x x x  , где 1 1x L , 2 2x L  и  1 2 0L L  . 

Осталось установить единственность такого разложения. Допустим, что 

это не так, т.е. существует еще одно разложение  1 2x x x  , где 1 1x L , 

 2 2x L , причем 11x x  и  22x x . Тогда ясно, что  1 21 2x x x x   , откуда 

 1 21 2x x x x   . В силу линейности многообразий 1L  и 2L , 11 1x x L   и 
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 22 2x x L  , значит, 11 1 2x x L L    и  22 1 2x x L L   . Поскольку 

 1 2 0L L  , то 11 0x x   и  22 0x x  , т.е. 11x x  и  22x x . Противоречие. 

Теорема доказана. 

Определение: пусть E  – действительное линейное пространство, 

элемент x E , 0x  , t . Множество элементов вида y tx  называется 

прямой, определяемой данным элементом x . 

Определение: пусть E  – действительное линейное пространство, точ-

ки ,x y E . Отрезком, соединяющим точки x  и y , называется множество 

точек вида (1 )tx t y  , где  0,1t . Отрезок без граничных точек x  и y  

называется открытым отрезком. 

Определение: пусть E  – действительное линейное пространство, 

множество M E  называется выпуклым, если оно вместе с любыми двумя 

точками x  и y  содержит и соединяющий их отрезок. 

Определение: пусть E  – линейное пространство, M E  – его под-

множество. Ядром ( )J M  множества M  называется совокупность таких 

его точек x , что y E   ( ) 0y    : из условия 0     следует, что 

x y M  . 

Определение: выпуклое множество, ядро которого непусто, называ-

ется выпуклым телом. 

Определение: выпуклой оболочкой множества M  называется мини-

мальное выпуклое множество, содержащее M . 

Замечание: таким минимальным выпуклым множеством является пе-

ресечение всех выпуклых множеств, содержащих M  (по крайней мере, 

одно выпуклое множество, содержащее M , существует – это все про-

странство E ). 

Определение: пусть E  – линейное пространство, M E  – его под-

множество. Если x M , a  – фиксированный элемент пространства E , то 
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множество элементов вида x a  называется сдвигом множества M  и обо-

значается M a . 

Теорема (о выпуклости сдвига): сдвиг выпуклого множества тоже 

является выпуклым множеством. 

Доказательство: пусть E  – действительное линейное пространство,  

M E  – выпуклое множество, a E , M a  – сдвиг множества M . Надо 

проверить, что ,x y M a    и для  0,1t  (1 )tx t y M a    . 

Т.к. x M a  , то по определению сдвига 1x x a  , где 1x M . Ана-

логично, 1y y a  , где 1y M . Поскольку M  – выпукло, то при  0,1t  

1 1(1 )tx t y M   . 

Тогда 1 1 1 1(1 ) ( ) (1 )( ) (1 )tx t y t x a t y a tx t y a M a             . 

Теорема доказана. 

Определение: пусть E  – линейное пространство. Множество M E  

называется уравновешенным, если x M   и для всякого числа  , такого, 

что 1   следует, что x M  . 

Определение: множество в линейном пространстве называется абсо-

лютно выпуклым, если оно выпукло и уравновешено. 

Теорема (неравенство Юнга): пусть 1p  , 1q  , 1 1 1
p q
  , 0a  , 

0b  , тогда справедливо неравенство 1 1p qab a b
p q

  . 

Доказательство: разделим доказываемое неравенство на ab , тогда 
1

1 1 1

1
1

1 1 1 11

q
p q p

q

a b a b
p b q a p b q

a


  



 
    
 
 

. Далее, поскольку 1 1 1
p q
  , то 

p q pq  , откуда ( 1)q p q  , значит, 1
1

p
q q




. Кроме того, поскольку 

( 1)p q p  , то 1 pp
q

  . Таким образом получаем, что достаточно дока-
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зать неравенство 

1

1 11

qp
q

p
q

a b
p b q

a


 
  
 
 

. Обозначим p
q

b t
a

 , тогда надо дока-

зать, что 11 1 11 qt
p t q

   .  

Рассмотрим функцию 11 1 1( ) qt t
p t q

    , тогда достаточно доказать, 

что минимальное значение этой функции равно 1. 

Исследуем ( )t  на минимум: 2
2

1 1 1'( ) ( 1) 0qt q t
p t q

        
 

, откуда 

2
2

1 1 1 ( 1) qq t
p t q

   , т.е. 1 1 ( 1) qq t
p q
  . Поскольку 1 1 11q

q q p


   , то 

1qt  , откуда находим критическую точку 1t  . 

Поскольку 3
3

1 2 1''( ) ( 1)( 2) qt q q t
p t q

      , то 2 1''(1) ( 1)( 2)q q
p q

     , 

откуда, поскольку 1 1q
q p


 , получаем, что 2 2''(1) 0q q
p p p

 
    , значит, 

1t   – точка минимума функции и значит, минимальное значение равно 

1 1(1) 1
p q

    . 

Теорема доказана. 

Теорема (неравенство Гельдера): пусть 1p  , 1q  , 1 1 1
p q
  , тогда 

,i ia b  ( 1,i n ) справедливо неравенство 
1 1

1 1 1

n n np qp q
i i i i

i i i
a b a b

  

       
   

   . 

Доказательство: поскольку 
1 1

n n

i i i i
i i

a b a b
 

  , то достаточно дока-

зать, что 
1 1

1 1 1

n n np qp q
i i i i

i i i
a b a b

  

       
   

   . Обозначив 
1

1

n pp
i

i
a A



   
 
  и 



 11 

1

1

n qq
i

i
b B



   
 
 , и, поделив обе части доказываемого неравенства на AB , 

получим, что достаточно доказать неравенство 
1

1
n

i i

i

a b
A B

  . 

Применяя неравенство Юнга, получаем, что 

1 1 1

1 1 1 1
p q p qn n n

i i i i i i
p q

i i i

a b a b a b
A B p A q B p A q B  

      
                   

    

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
p qn n n n

p qi i
i ip q p q

i i i i

a b
a b

p A q B p A q B   

           

1 1 1 1 1 1 1p q
p qA B

p A q B p q
         . 

Теорема доказана. 

Замечание: очевидно, что 
1 1 1 1

1 1 1 1

n np q p qp q p q
i i i i

i i i i
a b a b

 

   

              
       
    , 

поэтому 
1 1

1 1 1

n p qp q
i i i i

i i i
a b a b

 

  

       
   

   . Если при этом сходятся оба ряда 

1

p
i

i
a




  и 

1

q
i

i
b




 , то из полученного неравенства следует, что все частич-

ные суммы ряда 
1

i i
i

a b



  ограничены сверху. Поскольку это ряд с неотри-

цательными слагаемыми, то, в силу критерия Вейерштрасса, он сходится. 

Тем самым, переходя в неравенстве 
1 1

1 1 1

n p qp q
i i i i

i i i
a b a b

 

  

       
   

    к преде-

лу при n  , получаем, что 
1 1

1 1 1

p qp q
i i i i

i i i
a b a b

  

  

       
   

   , т.е. неравен-

ство Гельдера справедливо и для бесконечных сумм. 
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Теорема (неравенство Минковского): пусть 1p  , тогда ,i ia b  

( 1,i n ) справедливо неравенство 
1 1 1

1 1 1

n n np p pp p p
i i i i

i i i
a b a b

  

            
     
   . 

Доказательство: если 1p  , то, поскольку модуль суммы не превос-

ходит суммы модулей, неравенство очевидно верно. 

Будем считать, что 1p  , найдем 1q   так, чтобы 1 1 1
p q
  . 

Достаточно доказать, что  
1 1 1

1 1 1

n n np p pp p p
i i i i

i i i
a b a b

  

            
     
   . 

    
1 1

1

1 1

n np pp p
i i i i i i

i i
a b a b a b



 

          
   
   

   
1

1 1

1 1

неравенство
Гельдера

n n pp p
i i i i i i

i i
a a b b a b

 

 

       
 
   

   

1
1 1 1 1

( 1) ( 1)

1 1 1 1

p
n n n np q p qp q p qp p

i i i i i i
i i i i

a a b b a b
 

   

 
                           
 
     

   

1
1 1 1 1

1 1 1 1

p
n n n np q p qp pp p

i i i i i i
i i i i

a a b b a b
   

 
                           
 
     

 

1
1 1 1

1 1 1

p
n n nq p pp p p

i i i i
i i i

a b a b
  

  
                        
   . 

Разделим полученное неравенство на  
1

1

n qpp
i i

i
a b



  
 
 : 

 

1
1 1 1 1

1 1 1

p
n n np qp p pp p p

i i i i
i i i

a b a b


  

 
                   

 
   . 
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Возведем полученное неравенство в степень p : 

 
1 1 11

1 1 1

n n nq p pp p p
i i i i

i i i
a b a b



  

            
     
   . 

Окончательно осталось заметить, что 1 11
p q
  . 

Теорема доказана. 

Замечание: аналогично предыдущему замечанию можно установить, 

что неравенство Минковского справедливо и для рядов. В этом случае, ес-

ли сходятся ряды 
1

p
i

i
a




  и 

1

p
i

i
b




 , то сходится ряд  

1

p
i i

i
a b





  и спра-

ведливо неравенство  
1 1 1

1 1 1

p p pp p p
i i i i

i i i
a b a b

  

  

            
     
   . 

 

Примеры решения задач 

 

1. Доказать, что два вещественных или комплексных линейных про-

странства изоморфны тогда и только тогда, когда их размерности совпа-

дают. 

Решение: пусть 1E  и 2E  – изоморфные линейные пространства, т.е. 

если 1 2 1,x x E , 1 2 2,y y E  и 1 1x y , 2 2x y , то 1 2 1 2x x y y    и 

1 1x y  . Это означает, что существует отображение 1 2: E E  , которое 

является взаимно однозначным, и, при этом, если 1 1( )x y  , 2 2( )x y  , то 

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( )x x y y x x            , т.е.   является линейным 

отображением. 

Предположим, что 1E  имеет размерность n , т.е. его базис состоит из 

n  векторов 1 2, ,..., ne e e , тогда, если 1x E , то 1 1 2 2 ... n nx e e e      . 

Значит 1 1 2 2 2( ) ( ) ( ) ... ( )n nx e e e y E            . В силу взаимной 

однозначности отображения  , каждому элементу 1x E  ставится в соот-
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ветствие ровно один элемент 2y E , являющийся линейной комбинацией 

векторов 1 2( ), ( ),..., ( )ne e e   , которых всего n  штук, поэтому размерность 

пространства 2E  не может быть больше, чем n . Покажем, что и меньше n  

она быть не может. 

От противного, допустим, что среди векторов 1 2( ), ( ),..., ( )ne e e    есть 

линейно зависимые, т.е. хотя бы один из них является линейной комбина-

цией остальных. 

Пусть 1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 1 1( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ... )n n n n ne e e e e e e                    , 

тогда 1 1 2 2 1 1( ) ( ... ) 0n n ne e e e           , откуда 1 1 2 2 1 1( ... ) 0n n ne e e e          . 

В силу линейности отображения   отсюда следует, что 

1 1 2 2 1 1... 0n n ne e e e          (см. задачу 2), т.е. 1 1 2 2 1 1...n n ne e e e        , а это 

противоречит линейной независимости векторов 1 2, ,..., ne e e . Итак, меньше, 

чем n  размерность пространства 2E  быть не может, значит, она равна n . 

Обратно: пусть пространства 1E  и 2E  имеют одинаковую размерность 

n . Надо доказать, что они изоморфны, т.е. найти отображение 1 2: E E  , 

являющееся взаимно однозначным и линейным. 

Пусть 1 2, ,..., ne e e  – базис в 1E , 1 2', ',..., 'ne e e  – базис в 2E . Тогда, если 

1x E , то 1 1 2 2 ... n nx e e e      , а если 2y E , то 

1 1 2 2' ' ... 'n ny e e e      . Пусть отображение   таково, что ( ) 'i i i ie e   

( 1,i n ), причем ( ) 0ie   для всех i . Если какое-то 0k  , то значение 

( )ke  выбирается произвольным, не равным нулю. 

Поскольку ( )x y  , то 1 1 2 2 1 1 2 2( ... ) ' ' ... 'n n n ne e e e e e             , 

откуда 1 1 2 2 1 1 2 2( ... ) ( ) ( ) ... ( )n n n ne e e e e e                . Этим уста-

новлена линейность отображения  . Осталось доказать его взаимную од-

нозначность, т.е. инъективность и сюръективность. 

Инъективность: пусть 1 2x x , 1 1( )x y   и 2 2( )x y  . Поскольку 

1 2 0x x  , то в силу линейности отображения  : 
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1 2 1 2 1 20 ( ) ( ) ( )x x x x y y        , т.е. 1 2y y . 

Сюръективность: берем 1 1 2 2' ' ... 'n ny e e e       , тогда, по опреде-

лению  : 1 1 2 2( ) ( ) ... ( )n ny e e e         . В силу линейности  , получа-

ем, что 1 1 2 2( ... ) ( )n ny e e e x         , т.е. нашли элемент x , который 

перешел в этот y . 

Тем самым взаимная однозначность доказана. 

2. Показать, что в пространстве  0,C   функции 1, cost , 2cos t  ли-

нейно независимы. 

Решение: надо показать, что равенство 2
1 2 31 cos cos 0c c t c t     воз-

можно  0,t    тогда и только тогда, когда 1 2 3 0c c c   . Для этого надо 

показать, что какие бы три произвольные значения t  мы последовательно 

ни подставляли в равенство 2
1 2 31 cos cos 0c c t c t    , получающаяся сис-

тема линейных уравнений будет иметь только тривиальное решение. Кри-

терием наличия у однородной системы линейных уравнений только триви-

ального решения является неравенство нулю ее определителя. В данном 

случае определитель имеет вид: 
2 2

1 1 1 1
2 2 2

2 2 2 1 2 1
2 2 2

3 3 3 1 3 1

1 cos cos 1 cos cos
1 cos cos 0 cos cos cos cos
1 cos cos 0 cos cos cos cos

t t t t
t t t t t t
t t t t t t

   
 

 

2 2
2 22 1 2 1

2 1 3 12 2
3 1 3 1

cos cos cos cos
(cos cos )(cos cos )

cos cos cos cos
t t t t

t t t t
t t t t
 

    
 

 

2 2
2 1 3 1(cos cos )(cos cos )t t t t     

2 1 3 1 3 1 2 1(cos cos )(cos cos )(cos cos cos cos )t t t t t t t t        

2 1 3 1 3 2(cos cos )(cos cos )(cos cos ) 0t t t t t t     , 

поскольку на отрезке  0,  функция cost  монотонно убывает и значит ни 

одна из разностей в скобках нулю не равна. 
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3. Будет ли выпуклым в пространстве  0,1C  множество многочленов 

степени k ? 

Решение: обозначим это множество 

 
0

( ) 0,1 : ( ) , 0
k

i
i k

i
M x t C x t a t a



     
 

 . 

Пусть ( ), ( )x t y t M , т.е. 
0

( ) , 0
k

i
i k

i
x t a t a



   и 
0

( ) , 0
k

i
i k

i
y t b t b



  , 

 0,1 .  

Надо выяснить, будет ли отрезок ( ) (1 ) ( )x t y t    многочленом сте-

пени k . 

0 0 0
( ) (1 ) ( ) (1 ) ( (1 ) )

k k k
i i i

i i i i
i i i

x t y t a t b t a b t     
  

          . 

Итак, отрезок ( ) (1 ) ( )x t y t    также является многочленом. Оста-

лось определить, будет ли его степень обязательно равна k , т.е. что коэф-

фициент (1 ) 0k ka b    . Ясно, что это верно не всегда, например, если 

взять 1
2

   и 0k ka b   , то получим, что (1 ) 0k ka b    , т.е. степень 

многочлена будет меньше, чем k . Это означает, что ( ) (1 ) ( )x t y t M    , 

т.е. M  – не выпуклое множество. 

4. Показать, что эллипсоид 2 2
1 2 2

1

( , ,...) : 1n
n

M x l n  




     
 

  – есть 

выпуклое в 2l  множество, но не выпуклое тело. 

Решение: возьмем ,x y M , т.е. 2 2
1 2 2

1
( , ,...) : 1n

n
x l n  





    и 

2 2
1 2 2

1
( , ,...) : 1n

n
y l n  





   . 

Пусть  1 1 2 2(1 ) (1 ) , (1 ) ,....z tx t y t t t t            при  0,1t . По-

кажем, что z M . 
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   22 2 2 2 2 2 2 2

1 1
(1 ) 2 (1 ) (1 )n n n n n n

n n
n t t n t n t t n t     

 

 

          

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1
2 (1 ) (1 )n n n n

n n n
t n t t n t n   

  

  

         

2 2 2

1
2 (1 ) (1 )n n

n
t t t n t 





     . 

В силу неравенства Гельдера при 2p q  , получаем, что 
1 1
2 22 22 2

1 1 1 1 1

1n n n n n n n n
n n n n n

n n n n n n       
    

    

          
   

     . 

Тогда  22 2 2

1
(1 ) 2 (1 ) (1 ) 1n n

n
n t t t t t t 





        . Итак, эллипсоид 

– выпуклое множество. Покажем, что он – не выпуклое тело, т.е. его ядро – 

пусто. 

Напомним, что ядром множества M  называется множество 

 2( ) : ( ) 0, 0J M x M y l y x y M                . 

Надо показать, что ( )J M  . От противного, допустим, что 

( )x J M  , т.е. 2 2
1 2 2

1
( , ,...) : 1n

n
x l n  





   . Заметим, что, поскольку сла-

гаемые этого ряда неотрицательны и в сумме не превосходят 1, то каждое 

из них тем более не должно превосходить 1, т.е. n  2 2 1nn   , откуда 

1
n n
  . 

Возьмем 2 2
3 3

1 11, , ,...
2 3

y
 
 
 
 

. Покажем, что 2y l , т.е., что ряд 2

1
n

n





  – 

сходится. Поскольку 

2

2
2 4

1 1 13 3

1 1
n

n n nn n


  

  

 
  
 
 

   , то этот ряд действительно 

сходится, как обобщенный гармонический ряд с показателем степени, 

большим единицы. 
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Согласно определению ядра множества, из условия 0     следует, 

что x y M  , т.е. 

2

2
2

1 3

1n
n

n
n






 
  
 
 

 , откуда n  

2

2
2
3

1nn
n


 
  
 
 

 или 

2
3

1
n nn

   . Далее, 2 2 2
3 3 3

1 1 2
n n n n n n nn n n

              , откуда 

n  

2
3

1
3

2 2n
n n

   . 

Переходя в полученном неравенстве к пределу при n  , получаем, 

что 0  , откуда следует, что 0  . Это противоречит условию 

0    . Значит, ядро множества M  – пусто. 

 

Задачи для самостоятельного решения 

 

1. Доказать, что линейное действительное пространство E  является 

выпуклым множеством. 

2. В примере 1 введено отображение 1 2: E E  , являющееся линей-

ным. Доказать, что (0) 0  . 

Указание: 0 x x  . 

3. Показать, что все основные метрические пространства, введенные 

ранее ( pl , l , c , 0c ,  ,C a b ,  ,pL a b ), являются линейными. 

4. Пусть 1E  и 2E  – изоморфные конечномерные линейные простран-

ства и отображение 1 2: E E   осуществляет их изоморфизм. Пусть   1

n
k k

e


 

– базис в 1E . Доказать, что   1
( ) n

k k
e


 – базис в 2E . 

5. Показать, что в пространстве  0,C   функции 1, cos2t , 2cos t  ли-

нейно зависимы. 
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6. Найти значение  , при котором векторы (1,2,3) , (1,1,0)  и ( ,1,1)  

линейно зависимы. 

7. Будет ли выпуклым в пространстве  0,1C  множество многочленов 

степени k ? 

8. Будет ли выпуклым в пространстве  0,1C  множество непрерывных 

функций, удовлетворяющих условию 
1

0

( ) 1x t dt  ? 

9. Доказать, что если M  – выпуклое множество, то его ядро ( )J M  

также выпукло. 

10. Будет ли выпуклым в пространстве  0,1C  множество непрерывно 

дифференцируемых функций, удовлетворяющих условию 

   0,1 0,1
max ( ) max '( ) 1
t t

x t x t
 

  ? 

11. Доказать, что параллелепипед  1 2 2
1, ,... : ,
2n nx l n         

 
 

в 2l  есть выпуклое и уравновешенное множество, но не выпуклое тело. 

12. Доказать, что пересечение любого числа выпуклых множеств – 

выпуклое множество. 

13. Пусть A E  – выпуклое множество,   – число. Доказать, что 

множество  : ,A y E y x x A      является выпуклым. 

14. Выпуклой оболочкой множества M  в линейном пространстве E  

называется множество N  всех выпуклых комбинаций элементов из M , 

т.е. множество всех сумм 1 1 2 2 ... n nt x t x t x   , где ix M , 0it  , 
1

1
n

i
i

t


 , а n  

произвольно. Доказать, что выпуклая оболочка N  является выпуклым 

множеством. 

15. Доказать, что если множества M  и N  линейного пространства E  

выпуклы, то множество  : , ,M N z E z x y x M y N        также вы-

пукло. 
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16. Доказать, что единичный шар   2
1 2 2

1

, ,... : 1n
n

S x l  




 
    
 

  в 2l  

есть выпуклое и уравновешенное множество, а также выпуклое тело. 

17. Доказать, что эллипсоид (пример 4) – уравновешенное множество. 

18. Доказать, что в пространстве  ,C a b  система  21, , ,..., nt t t  линейно 

независима для любого конечного n . 

Указание: предположить противное и воспользоваться тем, что лю-

бой многочлен степени n  имеет не более n  действительных корней. 

19. Доказать, что система функций  :axe a  несчетна и линейно 

независима. Доказать, используя это утверждение, что пространство 

 0,1C  бесконечномерно. 

Указание: составить определитель Вронского. 
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2. Понятие и свойства нормы. Линейные нормированные 

пространства 
 

Определение: пусть E  – линейное пространство, x E . Нормой эле-

мента x  называется функция :x E   со свойствами (аксиомами нор-

мы): 

1. 0x  ; 

2. 0 0x x   ; 

3. x x  , где   – действительное (комплексное) число; 

4. x y x y    – аксиома треугольника. 

Линейное пространство E , на котором введена норма, называется ли-

нейным нормированным пространством. 

Замечание: всякое нормированное пространство становится метриче-

ским, если в нем ввести расстояние по формуле ( , )x y x y   . Справед-

ливость аксиом метрического пространства следует из аксиом нормы (см. 

задачу 1). Таким образом, нормированные пространства обладают всеми 

свойствами, установленными ранее для метрических пространств. Однако, 

не каждое метрическое пространство может быть нормированным с нор-

мой, согласованной с метрикой. 

Определение: линейное нормированное пространство называется ба-

наховым, если оно полно (относительно сходимости по метрике 

( , )x y x y   , определяемой его нормой). 

Определение: пусть E  – линейное нормированное пространство, 

 nx E  – последовательность. Эта последовательность называется схо-

дящейся в пространстве E  (сходящейся по норме пространства E ) к эле-

менту x E , если 0n n
x x


  . При этом обозначают n n

x x

  или 

lim nn
x x


 . 
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Теорема (о норме разности): пусть E  – линейное пространство, 

,x y E . Тогда x y x y   . 

Доказательство: очевидно, что x x y y x y y      , откуда 

x y x y   . Аналогично y y x x y x x      , откуда 

y x y x   . Учитывая, что x y y x   , получаем требуемое. 

Теорема доказана. 

Теорема (простейшие свойства сходимости в нормированных про-

странствах): пусть E  – линейное нормированное пространство, 

   , , ,n nx y x y E ,  ,n   – действительные (комплексные) числа, тогда: 

1. если n n
x x


 , то n n

x x

 ; 

2. если n n
x x


 , n n

y y

 , то n n n

x y x y


   ; 

3. если n n
x x


 , n n

 

 , то n n n

x x 

 ; 

4. если 0n n
x


 , а последовательность  n  ограничена, то 0n n n

x

 ; 

5. если 0n n



 , а последовательность  nx  ограничена, то 0n n n

x

 . 

Доказательство: 

1. Пусть n n
x x


 , т.е. 0n n

x x


  , т.е. 0   N  : n N   

nx x   . По теореме о норме разности n nx x x x     , откуда 

следует, что, по определению предела числовой последовательности, 

n n
x x


 . 

2. Поскольку n n
x x


 , то 0   N  : n N   

2nx x 
  . Анало-

гично, поскольку n n
y y


 , то 0   N  : n N   

2nx x 
  . Тогда 

   n n n nx y x y x x y y         , значит, n n n
x y x y


   . 

3. 0 n n n n n n n n n nx x x x x x x x x x                     

n n nx x x        . 
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Поскольку n n
x x


 , то 0n n

x x


  , и, аналогично, поскольку n n
 


 , 

то 0n n
 


  . Кроме того, в силу необходимого условия существования 

предела числовой последовательности  n  – ограничена. 

Переходя в неравенстве к пределу при n  , по теореме о двух ми-

лиционерах, получаем, что 0n n n
x x 


  , откуда n n n

x x 

 . 

4., 5. См. задачу 4. 

Теорема доказана. 

Определение: два линейных нормированных пространства 1E  и 2E  

называются изоморфными, если существует взаимно однозначное и вза-

имно непрерывное изоморфное отображение 1E  на 2E . 

Замечание: иными словами, если пространства 1E  и 2E  изоморфны, 

то можно условно принять, что 1 2E E  в том смысле, что соответствую-

щие друг другу элементы этих пространств, будучи, возможно, различны-

ми по своей природе, обладают одинаковыми свойствами и их можно ото-

ждествить. Чтобы не возникало недоразумений, иногда вместо 1 2E E  пи-

шут 1 2E E . 

Теорема (об изоморфности конечномерных пространств): все ко-

нечномерные линейные нормированные пространства данного числа изме-

рений n  изоморфны евклидову n -мерному пространству n  и, следова-

тельно, изоморфны друг другу. 

Доказательство: пусть E  – n -мерное линейное нормированное про-

странство и 1 2, ,..., nx x x  – его базис, тогда x E  : 1 1 2 2 ... n nx x x x      . 

Поставим элементу x E  в соответствие элемент 1 2( , ,..., ) n
nx     , 

т.е. найдем отображение ( )x x . 

Ясно, что такое соответствие взаимно однозначно (по определению 

базиса конечномерного пространства). Кроме того, при таком соответст-

вии, очевидно, сохраняются алгебраические операции, т.е. оно изоморфно.  
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Осталось показать, что введенное соответствие взаимно непрерывно, 

т.е., что из непрерывности   по норме пространства n  следует непре-

рывность  1x x   по норме пространства E  и наоборот. 

Заметим, что x E  : 

1 1
2 22 2

1 1 1 1

неравенство
Гельдера при

2
n

n

n n n n

i i i i i iE
i i i iE

x

x x x x x
p q



   
   

           
    

   






, 

откуда, очевидно, что 
nE

x y x y  


 при ,x y E  и , nx y  и  , не 

зависящим от x  и y .  

Таким образом, из непрерывности по норме пространства n  следует 

непрерывность по норме пространства E . Осталось получить противопо-

ложное неравенство. 

Рассмотрим в пространстве n  единичную сферу 

2
1 2

1

: ( , ,..., ), 1
n

n
n i

i
S x x    



     
 

  

и на ней рассмотрим функцию 

  1 2 1 1 2 2( , ,..., ) ...n n nE E
f x f x x x x           . 

Поскольку на S  все i  не могут одновременно обратиться в 0, а век-

тора 1 2, ,..., nx x x  линейно независимы, то   0f x  . 

Далее,     E E E
f x f y x y x y x y       , значит f  равно-

мерно непрерывна, т.е. тем более непрерывна. 

Поскольку nS  – замкнутое и ограниченное множество, то это 

компакт и по теореме Вейерштрасса f  достигает на S  своего наименьше-

го значения 0  . Итак, x S     E
f x x   . 

Берем теперь nx  , тогда 
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  2 1 2
1 1 2 2 1 2

1 2 2 2

1 1 1

... ...
n

n
n n i nE n n n

i
i i i

i i i E

f x x x x x x x     
  

  

        
  

 

2
1 1 2 2 1 2

1

... ( , ,..., )
n

n

n

i n n nE
i

x

x x x x f      


      






. 

Поскольку 1 2
1 2

2 2 2

1 1 1

, ,..., ( , ,..., )n
nn n n

i i i
i i i

S     
  

  

 
 
   
 
  
 
  

, то 

1 2( , ,..., )nf     . 

Итак,  
n

f x x


, откуда  
n

E
f x y x y x y    


. 

Теорема доказана. 

Определение: пусть E  – линейное нормированное пространство, на 

котором заданы две нормы 
1

x  и 
2

x . Норма 
2

x  называется подчиненной 

норме 
1

x , если x E   0c  : 
2 1

x c x . 

Теорема (о подчиненных нормах): пусть E  – линейное нормирован-

ное пространство, на котором заданы две нормы 
1

x  и 
2

x . Пусть после-

довательность  nx E  сходится по норме 
1

x . Тогда, если 
2

x  подчинена 

1
x , то последовательность  nx  сходится и по норме 

2
x , причем к тому 

же пределу. 

Доказательство: пусть  nx E  сходится к x E  по норме 
1

x , т.е. 

1
0nx x  .  

По определению подчиненных норм 0c  : 
2 1

x c x , откуда 

2 1
0 n nx x c x x    . 
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Переходя к пределу при n  , по теореме о двух милиционерах, по-

лучаем, что 
2

0nx x  , что и означает сходимость последовательности 

 nx  по норме 
2

x  к тому же самому пределу x E . 

Теорема доказана. 

Определение: пусть E  – линейное нормированное пространство, на 

котором заданы две нормы 
1

x  и 
2

x . Эти нормы называются эквивалент-

ными, если x E   1 2, 0c c  : 1 21 2 1
c x x c x  . 

Замечание: если две нормы эквивалентны, то сходимость по любой 

из них влечет сходимость по другой (см. задачу 5). 

Следующее утверждение, полезное при решении некоторых задач, 

примем пока без доказательства. 

Теорема (об эквивалентных нормах): пусть E  – линейное нормиро-

ванное пространство, на котором заданы две нормы 
1

x  и 
2

x , по отноше-

нию к каждой из которых пространство E  – банахово. Если хотя бы одна 

из норм подчинена другой, то эти нормы эквивалентны. 

 

Примеры решения задач 

 

1. Является ли нормой функция ( ) :x   , ( )x arctgx  ? 

Решение: нужно проверить все аксиомы нормы. 

1: ( ) 0x arctgx    – очевидно. 

2: ( ) 0 0 0x arctgx arctgx x        – очевидно, поскольку 

arctgx  монотонно возрастает. 

3: надо проверить, что ( ) ( )x x    , т.е., что arctg x arctgx   . 

Возьмем 3x  , 1
3

  , тогда 3
3 6

arctg x arctg    , а, с другой сторо-
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ны, 1 13
3 3 3 9

arctgx arctg        . Тем самым аксиома не выполняет-

ся, значит данная функция норму не определяет. 

2. Показать, что функция ( ) : nx    
1

1

( )
n pp

k
k

x 


   
 
 , где 

1 2( , ,..., )nx    , не является нормой при 0 1p   и 2n  . 

Решение: легко проверить, что первые три аксиомы нормы выполня-

ются. Проверим аксиому треугольника, т.е., что ( ) ( ) ( )x y x y     . 

Возьмем 1 ,0,...,0
2

nx    
 

  и 10, ,...,0
2

ny    
 

 . Очевидно, что x y , 

тогда 1( )
2

x  , 1( )
2

y   и ( ) ( ) 1x y   . 

С другой стороны, 1 1, ,0,...,0
2 2

x y     
 

, тогда 
1

1 1( )
2 2

p

p px y      
 

 

1 1 1 1 1

11

2 1 1 2 2 1
2 2

2

p
p p p p

pp p
p





           
   

, поскольку 0 1p  , а значит, 

1 1 0
p
  . Итак, аксиома треугольника не выполняется. 

3. Являются ли нормами на множествах определения следующие 

функции: 

а)  
2

, max ( )
a ba t

C a b x x t
 

  ; 

б)  (1) , ( ) max '( )
a t b

C a b x x a x t
 

   ; 

в)  (1) , ( ) ( ) max '( )
a t b

C a b x x b x a x t
 

    ? 

Решение: 

а) Первая, третья и четвертая аксиомы нормы, очевидно, выполняют-

ся. Проверим вторую. Пусть 0x  , тогда 
2

max ( ) 0
a ba t

x t
 

 , значит, 
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,
2

a bt a     
 ( ) 0x t  , откуда ( ) 0x t   ,

2
a bt a     

. Однако, это не оз-

начает, что ( ) 0x t    ,t a b  , поскольку можно привести примеры непре-

рывных на отрезке функций, которые равны нулю от начала до середины 

отрезка, а после середины отрезка возрастают или убывают и уже отличны 

от нуля. 

Итак, вторая аксиома нормы не выполняется. 

б) Выполнение первой, третьей и четвертой аксиом нормы очевидно. 

Проверим вторую. 

Пусть ( ) 0x t    ,t a b  , тогда ( ) max '( ) 0
a t b

x a x t
 

  . 

Обратно, пусть ( ) max '( ) 0
a t b

x a x t
 

  , тогда очевидно, что ( ) 0x a   и 

max '( ) 0
a t b

x t
 

 . Следовательно, ( ) 0x a   и '( ) 0x t    ,t a b  . Значит, 

( )x t c const    ,t a b  , а поскольку ( ) 0x a  , то ( ) 0x t    ,t a b  . 

Итак, все аксиомы нормы выполняются. 

в) Выполнение первой, третьей и четвертой аксиом нормы очевидно. 

Проверим вторую. 

Пусть ( ) ( ) max '( ) 0
a t b

x b x a x t
 

   . Это означает, что ( ) ( )x b x a  и 

'( ) 0x t    ,t a b  , откуда ( )x t c const    ,t a b  . Взяв t a , получим, 

что ( )c x a . Значит, ( ) ( ) ( )x t x a x b    ,t a b  . При этом, как только 

( ) 0x a  , так ( ) 0x t    ,t a b   и аксиома не выполняется. 

4. Проверить, что нормы 
1 0 1

max ( )
t

x x t
 

  и 

1
1 22

2
0

( )x x t dt
 

  
 
  не экви-

валентны в пространстве  0,1C . 

Решение: если две нормы на одном и том же линейном нормирован-

ном пространстве эквивалентны, то из сходимости последовательности по 

одной из этих норм вытекает ее сходимость по другой норме. Рассмотрим 

последовательность ( ) n
nx t t . 
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Она сходится поточечно к функции 
0, 0 1,

( )
1, 1.

t
x t

t
 

  
 

Ясно, что равномерно эта последовательность может сходиться толь-

ко к той же самой функции. 

Покажем, что сходимость по норме 
1

x  эквивалентна равномерной 

сходимости. Действительно, если nx x  по норме 
1

x , то 
1

0nx x  , 

т.е. 0   N  : n N   
1 0 1

max ( ) ( )n nt
x x x t x t 

 
    , откуда  0,1t   

( ) ( )nx t x t   , а это и есть определение равномерной сходимости. Все 

рассуждения с легкостью проводятся и в обратную сторону. 

Итак, сходимость по норме 
1

x  эквивалентна равномерной сходимо-

сти. 

По теореме о непрерывности предельной функции, если ( ) ( )nx t x t  и 

все ( )nx t  непрерывны, то непрерывна и предельная функция ( )x t . 

Поскольку ( )x t  получилась разрывной, то она не может быть преде-

лом по норме 
1

x . 

Однако по норме 
2

x  данная последовательность сходится к нулю, 

т.к. 

1
1 22

2
0

10 0
2 1

n
nx x t dt

n
 

     
 

 . Здесь мы учли, что интеграл по 

интервалу (0,1)  равен интегралу по отрезку [0,1] , т.е. граничные точки от-

резка интегрирования на значение интеграла не влияют. 

5. Доказать, что если в нормированном пространстве даны два шара 

( , )S a r  и ( , )S b R , причем ( , ) ( , )S a r S b R , то r R  и при этом 

a b R r   . Верно ли это для произвольного метрического пространст-

ва? 

Решение: 

1) Покажем, что если (0, ) (0, )S r S R , то r R . 
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Действительно, если (0, )x S r  , то (0, )x S R , т.е. x : x r  полу-

чаем, что x R . Это возможно для любого x  только в том случае, когда 

r R , т.к. если бы выполнялось неравенство r R , то из условия x r  

могло бы не следовать, что x R  (см. рис.). 

 
Итак, показали, что если два шара имеют центры в начале координат 

и являются вложенными, то радиус внутреннего шара не превосходит ра-

диуса внешнего.  Очевидно, что справедливо и обратное, т.е. если два шара 

имеют центры в начале координат и радиус одного из них не превосходит 

радиуса другого, то шар большего радиуса содержит целиком шар мень-

шего радиуса. 

То же самое справедливо, если шары имеют центры в одной и той же 

произвольной точке пространства. Чтобы это установить, достаточно сде-

лать параллельный перенос в начало координат. 

2) Покажем, что ни одно из вложений (0, ) ( , )S R S a R  или 

( , ) (0, )S a R S R  не имеет места. Для этого установим, что из условия 

(0, )x S R  может следовать, что ( , )x S a R , а из условия ( , )x S a R  может 

следовать, что (0, )x S R . 

Пусть y E  – произвольная точка пространства. Возьмем 

Rx y E
y

  , тогда R Rx y y R
y y

   , значит, (0, )x S R . С другой 

стороны, R Rx a y a y a R a
y y

       , т.е.  ,x S a R a  , 

значит, x  может не принадлежать шару ( , )S a R  (см. задачу 17). 
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Пусть теперь Rx y a E
y

   , тогда R Rx a y a a y R
y y

      , 

т.е. ( , )x S a R . С другой стороны, Rx y a R a
y

    , т.е. 

 0,x S R a  , значит, x  может не принадлежать шару (0, )S R  (см. зада-

чу 17). 

Итак, показали, что если два шара в линейном нормированном про-

странстве имеют разные центры и одинаковые радиусы, то они не могут 

быть вложенными. 

3) Пусть теперь ( , ) ( , )S a r S b R . Предположим, что r R . В силу п.1 

( , ) ( , )S b R S b r  и ( , ) ( , )S a R S a r . Таким образом, можно заключить, что 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )S a R S a r S b R S b r   . В силу п.2 вложения ( , ) ( , )S a R S b R  и 

( , ) ( , )S a r S b r  невозможны. Противоречие. Значит, r R . 

4) Докажем, что a b R r   . 

Рассмотрим точки ( , )x S a r  и ( , )y S b R  такие, что x a r   и 

y b R  , т.е. точки x  и y  лежат на границах наших шаров. Выберем 

точки x  и y  таким образом, чтобы точки a , b , x , y  лежали на одном от-

резке. 

Тогда (см. рис.) R y b y x x a a b        . 
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Покажем, почему неравенство треугольника превратилось в равенство 

только для случая расположения точек, указанного на рисунке (все осталь-

ные случаи рассматриваются аналогично). 

Отрезок с концами y  и b  задается, как множество вида (1 )ty t b   

при всех  0,1t , причем при 1t   получаем конец y , при 0t   получаем 

конец b . Точка x  лежит на отрезке, поэтому 1 1(1 )x t y t b   , и, аналогич-

но, 2 2(1 )a t y t b   , причем для нашего расположения точек 1 2t t . 

1 1 1 1(1 ) 1 (1 )y x y t y t b t y b t y b            , 

1 1 2 2 1 2 1 2(1 ) (1 ) ( )x a t y t b t y t b t t y b t t y b              , 

2 2 2 2(1 )a b t y t b b t y b t y b          . 

Очевидно, что эти три слагаемых в сумме дадут y b . 

Тогда R y x r a b     , откуда a b R r y x R r       . 

5) В произвольном метрическом пространстве из условия 

( , ) ( , )S a r S b R  может следовать, что r R . Можно привести пример та-

кого метрического пространства, в котором хотя бы одно из вложений 

(0, ) ( , )S R S a R  или ( , ) (0, )S a R S R  имеет место. Это происходит пото-

му, что метрические пространства не обязаны быть линейными, как нор-

мированные. Далее, приведем пример, когда из ( , ) ( , )S a r S b R  следует, 

что r R . 

Пусть  2 2
1 2 1 2( , ) : 9X x         – круг на плоскости с обычной 

евклидовой метрикой    2 2
1 1 2 2( , )x y        . Очевидно, что таким 

образом введенное расстояние действительно удовлетворяет аксиомам 

метрики, т.е. X  – метрическое пространство. 

Однако, X  не является нормированным, поскольку не является ли-

нейным пространством и, значит, аксиома треугольника в нем не может 

выполняться. Для установления нелинейности пространства X  возьмем 

две его точки 1 2( , )x    и 1 2( , )y    и покажем, что x y X  . 
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Действительно, 1 1 2 2( , )x y        , тогда 2 2
1 1 2 2( ) ( )        

2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 22 2 9 9 2 2                   . 

Далее, поскольку 2 2 2
1 1 1 1 1 12 ( ) 0         , то 2 2

1 1 1 12     и, 

аналогично, 2 2
2 2 2 22     , тогда 2 2

1 1 2 2( ) ( ) 36       , значит 

x y X  . 

Пусть ( , )S b R X . 

В качестве второго шара возьмем 

 2 2
1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) : ( 2) 16S a r S b R x X         . 

Ясно, что ( , ) ( , )S a r S b R , и при этом 4r  , 3R  . На рисунке за-

штрихованная область представляет собой шар  ( , ) : ( , ) 4S a r x X a x   . 

 

 
 

Отметим, что все рассуждения проводились для замкнутых шаров. 

Для открытых шаров все те же самые рассуждения, кроме пункта 2,  также 

имеют место. Чтобы рассуждения пункта 2 были справедливы и для от-

крытых шаров, необходимо при подборе вектора x  брать вместо числа R   

число R  , где 0 a   – некоторое настолько маленькое число, что 

0R   . 
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Задачи для самостоятельного решения 

 

1. Доказать, что если в нормированном пространстве E  ввести рас-

стояние по формуле ( , )x y x y   , то оно будет удовлетворять всем ак-

сиомам метрики. 

2. Доказать, что если n n
x x


 , то последовательность  nx  ограниче-

на. 

3. Доказать, что в любом линейном нормированном пространстве E  

открытый шар  ( , ) :S a r x E x a r     и замкнутый шар 

 ( , ) :S a r x E x a r     являются выпуклыми множествами. 

4. Доказать свойства 4 и 5 теоремы о простейших свойствах сходимо-

сти в нормированных пространствах. 

5. Доказать, что если две нормы 
1

x  и 
2

x  эквивалентны, то сходи-

мость по одной из них влечет сходимость по другой. 

6. Является ли нормой функция 2( ) :x   , 1 2( )x    , где 

1 2( , )x   ? Если является, то что представляет собой единичный шар в 2  

относительно введенной нормы? 

7. Показать, что функция ( ) : nx    
1

1

( )
n pp

k
k

x 


   
 
 , где 

1 2( , ,..., )nx    , является нормой при 1p  . 

8. Можно ли в линейном пространстве непрерывно дифференцируе-

мых на  ,a b  функций принять за норму элемента ( )x t  величину max ( )
a t b

x t
 

? 

9. Можно ли в линейном пространстве непрерывно дифференцируе-

мых на  ,a b  функций принять за норму элемента ( )x t  величину 

max '( )
a t b

x t
 

? 
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10. Можно ли в линейном пространстве непрерывно дифференцируе-

мых на  ,a b  функций принять за норму элемента ( )x t  величину 

( ) max '( )
b

a t b
a

x t dt x t
 

 ? 

11. Проверить, что нормы 
1

max ( )
a t b

x x t
 

  и 
2

( )
b

a

x x t dt   не эквива-

лентны в пространстве  ,C a b . 

12. Можно ли в линейном пространстве непрерывных на  ,a b  функ-

ций принять за норму элемента ( )x t  величину 

1
1 22

0

( ) ( )p t x t dt
 
 
 
 , где 

( ) 0p t   на  0,1  и ( )p t  – непрерывна? 

13. Можно ли в линейном пространстве дважды непрерывно диффе-

ренцируемых на  ,a b  функций принять за норму элемента ( )x t  величину 

( ) '( ) max ''( )
a t b

x a x a x t
 

  ? 

14. Можно ли в линейном пространстве дважды непрерывно диффе-

ренцируемых на  ,a b  функций принять за норму элемента ( )x t  величину 

( ) ( ) max ''( )
a t b

x a x b x t
 

  ? 

15. Можно ли в линейном пространстве дважды непрерывно диффе-

ренцируемых на  ,a b  функций принять за норму элемента ( )x t  величину 

1
22max ''( ) ( )

b

a t b
a

x t x t dt
 

 
  
 
 ? 

16. Доказать эквивалентность в пространстве непрерывно дифферен-

цируемых на отрезке [ , ]a b  функций норм 
1

max ( ) max '( )
a t b a t b

x x t x t
   

   и 

2
( ) max '( )

a t b
x x a x t

 
  ? 
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Указание: доказать, что 
2 1 2

2x x x  . Использовать интеграль-

ное представление функции ( )x t . 

17. На числовой прямой и на плоскости (с обычной евклидовой мет-

рикой) привести конкретные примеры, когда точка вида Rx y
y

  принад-

лежит шару (0, )S R , но не принадлежит шару ( , )S a R , а точка вида 

Rx y a
y

   принадлежит шару ( , )S a R , но не принадлежит шару (0, )S R  

(см. пример 5, п.2). 

18. Доказать, что в банаховом пространстве любая последователь-

ность непустых замкнутых вложенных шаров имеет общую точку. 

Указание: воспользоваться примером 5 решения задач, показать, что 

числовая последовательность радиусов данных шаров фундаментальна, и 

воспользоваться доказательством теоремы о вложенных шарах, рас-

смотренным в разделе “Метрические пространства”. 

19. Доказать, что в конечномерном линейном нормированном про-

странстве все нормы эквивалентны. 

Указание: воспользоваться теоремой об изоморфности конечномер-

ных пространств. 

20. Доказать, что в конечномерном линейном нормированном про-

странстве сходимость по координатам влечет сходимость и по норме. 

21. Пусть X  – линейное нормированное пространство, 1 2,x x X . До-

казать, что функции  1 2sup ,x x , 1 2x x  и  
1

2 2 2
1 2x x  определяют 

эквивалентные нормы на пространстве X X . 
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3. Ряды в линейных нормированных пространствах 
 

Определение: пусть E  – линейное нормированное пространство, 

1 2, ,...x x E . Выражение вида 
1

k
k

x



  называется рядом, составленным из 

элементов пространства E . 

Определение: выражение 1 2 ...n nS x x x     называется частичной 

суммой ряда 
1

k
k

x



 . 

Определение: ряд 
1

k
k

x



  называется сходящимся в E , если в E  схо-

дится последовательность его частичных сумм  nS . Суммой ряда 
1

k
k

x



  

называется элемент x E  такой, что 
1

lim n kn k
x S x






  . 

Теорема (критерий Коши): пусть E  – линейное нормированное про-

странство. Для того чтобы ряд 
1

k
k

x



  сходился необходимо, а если E  – ба-

нахово, то и достаточно, чтобы 0   N  : m n N    
1

m

k
k n

x 
 

 . 

Доказательство: 

Необходимость: пусть ряд 
1

k
k

x



  сходится в E , тогда его последова-

тельность частичных сумм имеет предел в E , т.е.  lim nn
S


 .  

Поскольку любая сходящаяся последовательность фундаментальна, 

то 0   N  : m n N    n mS S   , откуда 
1

m

k
k n

x 
 

 . 

Достаточность: пусть E  – банахово и 0   N  : m n N    

1

m

k
k n

x 
 

 , т.е. n mS S   .  
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Это означает, что  nS  фундаментальна, а поскольку в банаховом 

пространстве любая фундаментальная последовательность сходится, то 

ряд 
1

k
k

x



  сходится по определению. 

Теорема доказана. 

Теорема (мажорантный признак Вейерштрасса): пусть E  – бана-

хово пространство, n   n nx a  и числовой ряд 
1

k
k

a



  сходится, тогда 

ряд 
1

k
k

x



  также сходится. 

Доказательство: поскольку E  – банахово пространство, то, в силу 

предыдущей теоремы, достаточно доказать, что 0   N  : 

m n N    
1

m

k
k n

x 
 

 . 

Поскольку 
1 1 1

m m m

k k k
k n k n k n

x x a
     

    , а ряд 
1

k
k

a



  является числовым 

и по условию сходится, то для него в силу критерия Коши для числовых 

рядов 0   N  : m n N    
1

m

k
k n

a 
 

 .  

По условию все ka , очевидно, неотрицательны, тогда 

1 1

m m

k k
k n k n

a a 
   

   , откуда 
1

m

k
k n

x 
 

 . 

Теорема доказана. 

Определение: ряд 
1

k
k

x



  называется абсолютно сходящимся, если схо-

дится числовой ряд 
1

k
k

x



 . 

Теорема (критерий полноты линейного пространства в терминах 

рядов): пусть E  – линейное нормированное пространство. Оно является 
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банаховым тогда и только тогда, когда из сходимости ряда 
1

k
k

x



  следует 

сходимость ряда 
1

k
k

x



 . 

Доказательство: необходимость предлагается доказать самостоя-

тельно (см. задачу 2). 

Достаточность: дано, что из сходимости ряда 
1

k
k

x



  следует сходи-

мость ряда 
1

k
k

x



 . Надо доказать, что E  – банахово, т.е., что любая фунда-

ментальная последовательность в нем имеет предел. 

Пусть 1 2 3, , ,...a a a E  – фундаментальная последовательность, т.е., по 

определению фундаментальности, 0   N  : ,m n N   n ma a   . 

Пусть 1  , тогда 1N  : 1,m n N   1n ma a  . 

Пусть 1
2

  , тогда 2N  : 2,m n N   1
2n ma a  . 

.... 

Пусть 1

1
2k  , тогда kN  : , km n N   1

1
2n m ka a   . 

.... 

Рассмотрим последовательность 
1 2
, ,...N Na a . 

По построению при 1,2,...k   
1 2

1 4
2 2k kN N k ka a

    . 

Ряд 
1

1
k kN N

k
a a







  сходится, поскольку его слагаемые не превосходят 

членов бесконечно убывающей геометрической прогрессии. Поскольку 

дано, что всякий абсолютно сходящийся ряд сходится, то ряд 

 1
1

k kN N
k

a a






  – сходится. Значит, последовательность его частичных 

сумм имеет предел. 
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Поскольку 

 1 2 1 3 2 1 1 1
1

...
k k n n n

n

n N N N N N N N N N N
k

S a a a a a a a a a a
  



           , 

то 
1

lim
nNn

a


 , т.е. lim
nNn

a


 . 

Итак, у исходной последовательности  na  нашли подпоследователь-

ность, имеющую предел. 

Пусть lim
nNn

A a


 . Покажем, что lim nn
A a


 , т.е., что 0   N  : 

n N   na A   . 

Поскольку lim
nNn

A a


 , то 0   1N  : 1n N   
2nNa A 

  . По-

скольку  na  фундаментальна, то 0   2N  : 2,m n N   
2n ma a 

  , 

и, в частности, при nm N : 
2nn Na a 

  . 

Тогда, взяв  1 2max ,N N N , получим, что n N   

n n n nn n N N n N Na A a a a A a a a A           . 

Теорема доказана. 

 

Задачи для самостоятельного решения 

 

1. Пусть E  – линейное нормированное пространство. Доказать, что 

если ряд 
1

k
k

x



  сходится, то 0kx   при k  . 

2. Доказать, что в банаховом пространстве всякий абсолютно сходя-

щийся ряд сходится. 

3. Доказать, что в линейном нормированном пространстве всякая 

фундаментальная последовательность ограничена. 

4. Пусть  nx  – фундаментальная последовательность в линейном 

нормированном пространстве,  knx  – ее сходящаяся подпоследователь-
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ность. Доказать, что  nx  также сходится, причем к тому же самому преде-

лу. 

5. Пусть ряд 1
1

k k
k

x x





  сходится. Доказать, что последовательность 

 kx  фундаментальна. 

Указание: воспользоваться задачей 1. 

6. Пусть  nx  и  ny  – фундаментальные последовательности в ли-

нейном нормированном пространстве. Доказать, что последовательность 

n n nx y    – сходится. 

При решении следующих задач полезно вспомнить основные признаки 

сходимости числовых рядов, известные из курса математического анали-

за.  

7. Привести пример числовой последовательности  na  такой, что ряд 

 
1

m
n

n
a




  сходится при нечетном m  и расходится при четном m . 

8. Привести пример числовой последовательности  na  такой, что ряд 

1
n

n
a




  сходится, а ряд 3

1
n

n
a




  расходится. 

9. Привести пример двух числовых последовательностей n nn
a b


  та-

ких, что ряд 
1

n
n

a



  сходится, а ряд 

1
n

n
b




  расходится. 

10. Привести пример положительной бесконечно малой числовой по-

следовательности  na  такой, что ряд 
1
( 1)n

n
n

a




  расходится. 

11. Доказать, что если числовой ряд 2 2

1
n

n
n a




  сходится, то абсолютно 

сходится и ряд 
1

n
n

a



 . 
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4. Основные линейные нормированные пространства 
 

Определение: пусть 1p  . Пространством pl  называется множество 

последовательностей 1 2 3( , , ,...)x x x x  таких, что 
1

p
i

i
x





   и при этом 

1

1

pp
i

i
x x





   
 
 . 

Замечание: легко проверить, что pl  – действительно линейное нор-

мированное пространство (см. задачу 1). 

Теорема (о полноте pl ): pl  – банахово пространство. 

Замечание: в этом пункте для удобства координаты элементов после-

довательностей будем выносить в верхний индекс. 

Доказательство: по определению полноты надо доказать, что любая 

фундаментальная в pl  последовательность сходится. 

Пусть  n px l  – фундаментальная последовательность, т.е. 0   

N  : ,n m N   n mx x   . 

Поскольку n px l , то элемент nx  сам является последовательностью 

1 2( , ,...)n n nx x x  и, аналогично, 1 2( , ,...)m m mx x x .  

Тогда по определению нормы в pl  
1

1

ppi i
n m n m

i
x x x x 





     
 
 , от-

куда 
1

pi i p
n m

i
x x 





  . 

Поскольку слагаемые ряда неотрицательны, то каждое из них тем бо-

лее меньше p , т.е. i  
pi i p

n mx x   , т.е. i  i i
n mx x   . 

Итак, получили, что для каждого фиксированного i  последователь-

ность, составленная из координат с номером i  – фундаментальна. Если i  – 
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фиксировано, то это уже числовая последовательность, значит, она имеет 

предел, т.к. для нее справедлив критерий Коши. 

Итак, i  lim i i
nn

x x


  . Составим вектор 1 2( , ,...)x x x  и покажем, что 

он является пределом нашей последовательности, т.е.: 

а) px l ; 

б) 
pl

n n
x x


 . 

а) Поскольку фундаментальная последовательность всегда ограниче-

на (см. задачу 3 к п.3), то 0c  : nx c , т.е. 
1

1

ppi
n

i
x c





   
 
 , откуда 

1

pi p
n

i
x c





 , значит, тем более, 
1

N pi p
n

i
x c



 . Но это уже конечная сумма, 

поэтому предел суммы равен сумме пределов, и, значит, можно перейти к 

пределу при n  , учитывая, что i i
nx x : 

1

N pi p

i
x c



 . 

Таким образом, частичные суммы ряда 
1

pi

i
x




  ограничены сверху. 

Поскольку этот ряд является рядом с неотрицательными слагаемыми, то в 

силу критерия Вейерштрасса он сходится, значит, px l . 

б) Надо доказать, что 0   N  : n N   nx x   . 

Перепишем условие фундаментальности в виде 0   N  : 

,n m N   
2n mx x 

  , т.е. 
1

1 2
ppi i

n m
i

x x 



   
 
 , откуда 

1 2

p
pi i

n m
i

x x 



    
 

 . 

Значит, тем более, 
1 2

pN pi i
n m

i
x x 



    
 

 . Снова сумма конечна и можно 

переходить к пределу при m, учитывая, что i i
mx x : 

1 2

pN pi i
n

i
x x 



   
 

 . 
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Переходя к пределу при N  , получим, что 
1 2

p
pi i

n
i

x x 



   
 

 . 

Тогда 
1

1 2
ppi i

n
i

x x  




    
 
 , откуда nx x   . 

Теорема доказана. 

Определение: пространством l  называется пространство ограничен-

ных последовательностей 1 2 3( , , ,...)x x x x  с нормой sup i
i

x x . 

Замечание: легко проверить, что l  – действительно линейное нор-

мированное пространство (см. задачу 2). 

Теорема (о полноте l ): l  – банахово пространство. 

Доказательство: по определению полноты надо доказать, что любая 

фундаментальная в l  последовательность сходится. 

Пусть  nx l  – фундаментальная последовательность, т.е. 0   

N  : ,n m N   n mx x   . 

Ясно, что 1 2( , ,...)n n nx x x  и 1 2( , ,...)m m mx x x . Тогда по определению 

нормы в l  sup i i
n m n m

i
x x x x     , откуда i  i i

n mx x   . 

Итак, получили, что для каждого фиксированного i  последователь-

ность, составленная из координат с номером i  – фундаментальна. Если i  – 

фиксировано, то это уже числовая последовательность, значит, она имеет 

предел, т.к. для нее справедлив критерий Коши. 

Итак, i  lim i i
nn

x x


  . 

Рассмотрим элемент 1 2( , ,...)x x x  и покажем, что он является преде-

лом нашей последовательности, т.е.: 

а) x l ; 

б) 
l

n n
x x




 . 
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а) Поскольку фундаментальная последовательность всегда ограниче-

на, то 0c  : nx c , т.е. sup i
n

i
x c , откуда i  i

nx c . 

Переходя к пределу при n  , учитывая, что i i
nx x , получаем, что 

i  ix c , значит, последовательность x  ограничена, т.е. x l . 

б) Надо доказать, что 0   N  : n N   nx x   . 

Перепишем условие фундаментальности в виде 0   N  : 

,n m N   
2n mx x 

  , т.е. sup
2

i i
n m

i
x x 

  , откуда i  
2

i i
n mx x 
  . 

Переходя к пределу при m, с учетом того, что i i
mx x , получаем: 

i  
2

i i
nx x 
  . Поскольку это неравенство верно i , то возьмем в нем 

точную верхнюю грань по всем i , тогда sup
2

i i
n

i
x x     , откуда 

nx x    

Теорема доказана. 

Определение: пространством c  называется множество сходящихся 

последовательностей 1 2 3( , , ,...)x x x x  с нормой sup i
i

x x . 

Определение: пространством 0c  называется множество последова-

тельностей 1 2 3( , , ,...)x x x x , предел которых равен нулю, с нормой 

sup i
i

x x . 

Замечание: легко проверить, что c  и 0c  – действительно линейные 

нормированные пространства (см. задачу 3). 

Теорема (о полноте c  и 0c ): c  и 0c  – банаховы пространства. 

Доказательство: поскольку l  – полно и справедливо вложение 

0c c l   (см. задачу 4), то по теореме о полноте замкнутого подмножест-

ва полного пространства достаточно доказать, что c  и 0c  – замкнуты, т.е. 

содержат все свои предельные точки. 



 46 

Итак, надо доказать, что: 

а) Если nx c  и nx x  (т.е. x  – предельная точка), то x c . 

б) Если 0nx c  и nx x , то 0x c . 

Проверим, что если 
l

nx x


 , то числовая последовательность коорди-

нат 
i

i i
n n

x x

 , т.е. по определению равномерной сходимости, что 0   

N  : n N   i  i i
nx x   . 

Действительно, если 
l

nx x


 , то 0   N  : n N   nx x   , т.е. 

sup i i
n

i
x x   , откуда i  i i

nx x   . 

Поскольку в c  и 0c  норма та же самая, что и в l , то это же утвержде-

ние верно и для этих пространств. 

Применим теорему о коммутативности двух предельных переходов 

(из курса математического анализа) к нашему случаю: если 
i

i i
n n

x x

  и n  

i
n ni

x a

 , то lim i

i
x


  и lim nn

a


  и эти пределы между собой равны. 

Тем самым первое условие теоремы о коммутативности предельных 

переходов выполнено, поскольку доказали, что 
i

i i
n n

x x

 . 

а) Поскольку nx c , а c  состоит из сходящихся последовательностей, 

то lim i
ni

x


 , т.е. второе условие теоремы о коммутативности предельных 

переходов выполнено, значит, в силу этой теоремы, lim i

i
x


 , что и означает, 

что x c . 

б) Поскольку 0nx c , то lim 0i
ni

x


 , т.е. 0na  , значит, lim 0nn
a


  и то-

гда lim 0i

i
x


 , поэтому 0x c . 

Теорема доказана. 
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Определение: пространством  ,C a b  называется множество непре-

рывных на отрезке  ,a b  функций с нормой 
 ,

sup ( )
x a b

f f x


 . 

Замечание: легко проверить, что  ,C a b  – действительно линейное 

нормированное пространство (см. задачу 5). 

Теорема (о полноте  ,C a b ):  ,C a b  – банахово. 

Доказательство: надо доказать, что любая фундаментальная после-

довательность элементов  ,C a b  имеет в нем предел. 

Пусть  nf  – фундаментальная последовательность функций, непре-

рывных на  ,a b , т.е. 0   N  : ,n m N   n mf f   , значит, 

 ,
sup ( ) ( )n m
x a b

f x f x 


  , откуда  ,x a b   ( ) ( )n mf x f x   . Получили, что 

 nf  – равномерно фундаментальна, значит в силу критерия Коши для 

функциональных последовательностей 
 ,

( ) ( )
x a b

n n
f x f x




 . 

По теореме о непрерывности предельной функции, поскольку все nf  

непрерывны, то ( )f x  – также непрерывна на  ,a b , т.е.  ( ) ,f x C a b . 

Перепишем условие фундаментальности в виде 0   N  : 

,n m N   
 ,

sup ( ) ( )
2n m

x a b
f x f x 


  , т.е.  ,x a b   ( ) ( )

2n mf x f x 
  . 

Перейдем в этом неравенстве к пределу при m  , учитывая, что 
 ,

( ) ( )
x a b

m m
f x f x




 , тогда  ,x a b   ( ) ( )

2nf x f x 
  , откуда 

 ,
sup ( ) ( )

2n
x a b

f x f x 


  , 

значит 
2nf f     . Таким образом, 0   N  : n N   nf f   , 

т.е. 
 ,C a b

nf f . 

Теорема доказана. 

Замечание: существует множество других линейных нормированных 

пространств, с которыми мы уже встречались ранее, и будем встречаться в 
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дальнейшем. Рассмотренные пространства, вместе с пространством интег-

рируемых по Лебегу функций являются основными в функциональном 

анализе. 

 

Примеры решения задач 

 

1. Привести пример последовательности  nx , которая бы принадле-

жала каждой из рассматриваемых пар пространств и: 

а) сходилась в l , но не сходилась в 1l ; 

б) сходилась в l , но не сходилась в 2l ; 

Решение: 

а) Пусть 1 1 1, ,..., ,0,0,...n

n

x
n n n

 
   
 
 


. Тогда из покоординатной сходимости 

видно, что 0(0,0,...,0,...)n n
x x


  . 

Далее, 0 0
1sup 0i i

n nl
i

x x x x
n

     , значит, 0

l

nx x


 . Аналогично, 

10 0
1 1

1 1 1 0
n

i i
n nl

i i
x x x x n

n n



 

         , значит  nx  не сходится в 1l . 

б) Пусть 

2

1 1 1, ,..., ,0,0,...n

n

x
n n n

 
 

  
 
 


, тогда из покоординатной сходимости 

видно, что 0(0,0,...,0,...)n n
x x


  . 

Далее, 0 0
1sup 0i i

n nl
i

x x x x
n

     , значит, 0

l

nx x


 . Аналогично, 

2

2

1 11
2 22 222 2

0 0
1 1

1 1 1 0
n

i i
n nl

i i
x x x x n

n n



 

                                  
  , значит, по-

следовательность nx  расходится в 2l . 
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2. Выяснить, сходится ли в нормированном пространстве E  последо-

вательность  nx , если: 

а) 1E l ,  1
1

1 10,...,0, , ,...n
n

x
n n  



 
   
 

, 1  ; 

б) 2E l , 

1

1 ,0,...,0,1,0,0,...n

n

x
n



 
   
 
 


; 

в)  (1) 0,1E C , 
1 2

( )
1 2

n n

n
t tx t
n n

 

 
 

. 

Решение: 

а) Из покоординатной сходимости очевидно, что 

0(0,0,...,0,...)n n
x x


  . 

10 0
1

1i i
n nl

i i n
x x x x

i
 

 

     . 

Поскольку 1  , то ряд 
1

1
i i



  сходится. Выражение 1

i n i



  представ-

ляет собой остаток этого ряда, следовательно, по теореме об остатке схо-

дящегося ряда 1 0
i n i




  при n  , значит, 
10 0n l

x x  , т.е. 
1

0

l

nx x . 

б) Покажем, что последовательность 

1

1 ,0,...,0,1,0,0,...n

n

x
n



 
   
 
 


 не явля-

ется фундаментальной в пространстве 2l . Поскольку всякая сходящаяся 

последовательность фундаментальна, то  nx  сходиться в 2l  не будет. 

Итак, надо показать, что 0  : N   ,n m N   
2n m l

x x   . 

Возьмем 1m n  , тогда  

2 2

2 2
2 2

1
1 1 1 11 1 2 2

1 1n m n nl l
x x x x

n n n n
                    

, 



 50 

значит, достаточно взять 2  . 

в) Ясно, что  0,1t   0( ) 0 ( )nx t x t   при n   (показательная 

функция с основанием степени, меньшим единицы, растет медленнее сте-

пенной). Напомним, что  (1) 0,1C  – это множество непрерывно дифферен-

цируемых функций с нормой 
   0,1 0,1

sup ( ) sup '( )
t t

x x t x t
 

  . 

       

1 2
1

0
0,1 0,1 0,1 0,1

sup ( ) sup '( ) sup sup
1 2

n n
n n

t t t t

t tx x x t x t t t
n n

 


   
      

 
. 

Рассмотрим функцию 
1 2

( )
1 2

n n

n
t tx t
n n

 

 
 

 и найдем ее наибольшее 

значение: 1'( ) (1 ) 0n n n
nx t t t t t     , откуда находим две критические 

точки 0t   и 1t  , совпадающие с концами нашего отрезка. 

Тогда 
 

1 2

0,1

1 1sup 0
1 2 1 2

n n

t

t t
n n n n

 


   

   
. 

Рассмотрим функцию 1( ) n n
ny t t t    и найдем ее наибольшее значе-

ние: 1 1'( ) ( 1) ( ( 1) )n n n
ny t nt n t t n n t       , откуда находим две критиче-

ские точки 0t   и 
1

nt
n




. 

Тогда  

 

1 1
1

1 1
0,1

( 1)sup 0
1 1 ( 1) ( 1)

n n n n n
n n

n n
t

n n n n n nt t
n n n n

 


 


                  
. 

Итак, 0 0x x   при n  , значит последовательность сходится в 

рассматриваемом пространстве. 

3. Будет ли полным пространство 1l  относительно нормы 

1
sup k

k
x  , где 1( )kx l  ? 

Решение: известно, что пространство 1l  полно относительно нормы 

2
1

k
k

x 




 .  
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Кроме того, очевидно, что 
1

sup k k
k k
 





 , т.е. 
1 2

x x , значит, нор-

ма 
1

x  подчинена норме 
2

x . 

По теореме об эквивалентных нормах, если бы пространство 1l  было 

полно относительно обеих норм, то эти нормы должны были бы быть эк-

вивалентны, т.е. из сходимости последовательности по любой из них сле-

довала бы сходимость по другой. 

Рассмотрим последовательность 1 1 1, ,..., ,0,0,...n

n

x
n n n

 
   
 
 


. Ясно, что из 

покоординатной сходимости следует, что 0(0,0,...,0,...)n n
x x


  . 

Поскольку 0
0 1

1sup 0n
n k k

k
x x

n
      , то  nx  сходится по норме 

1
x . 

Однако, 0
0 2

1 1

1 1 1 0
n

n
n k k

k k
x x n

n n
 



 

          и, значит, по нор-

ме 
2

x  последовательность не сходится. Тем самым нормы не могут быть 

эквивалентны, а пространство не может быть полным относительно нормы 

1
x . 

 

Задачи для самостоятельного решения 

 

1. Проверить, что при 1p   pl  является линейным нормированным 

пространством. 

2. Проверить, что l  является линейным нормированным пространст-

вом. 

3. Проверить, что c  и 0c  являются линейными нормированными про-

странствами. 
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4. Доказать справедливость следующих вложений: 0pl c c l   . 

5. Проверить, что  ,C a b  является линейным нормированным про-

странством. 

6. В пространстве  0,1C  рассмотрим последовательность множеств 

  (0,2) ( ) 0,1 : (0) 0, ( ) 1nM S x t C x x t     при 1 ,1t
n
   

. Доказать, что 

nM  – непустые, ограниченные, замкнутые, выпуклые множества такие, что 

1 2 ... ...nM M M     и 
1

n
n

M




 . 

Указание: нарисовать несколько таких множеств и их пересечение. 

7. Рассмотрим множество последовательностей   1k k
x x 


 , для кото-

рых 
1

sup
n

k
n k

x


  . Определим норму в этом пространстве формулой 

1
sup

n

k
n k

x x


  . Доказать полноту этого пространства. 

8. В пространстве  ( ) ,kС a b  k  раз непрерывно дифференцируемых на 

 ,a b  функций определим норму элемента ( )x t  формулой: 

 

( )

0 ,
max sup ( ) ( )j

jj k t a b
x p t x t

  

 
  

 
, где  ,jp C a b  ( 0,1,...,j k ) – положитель-

ные функции. Показать, что все аксиомы нормы выполняются и что в этом 

случае  ( ) ,kС a b  является банаховым. 

9. В пространстве  ( ) ,kС a b  k  раз непрерывно дифференцируемых на 

 ,a b  функций определим норму элемента ( )x t  формулой: 

 

( )

, 0

sup ( ) ( )
k

j
j

t a b j
x p t x t

 

  , где  ,jp C a b  ( 0,1,...,j k ) – положительные 

функции. Показать, что все аксиомы нормы выполняются и что в этом 

случае  ( ) ,kС a b  является банаховым. 
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10. Пусть E  – пространство всех непрерывных 2 –периодических 

комплекснозначных функций, определенных на  , с нормой sup ( )
t R

x x t


 . 

Показать, что E  – банахово пространство. 

11. Исследовать на сходимость в пространстве  0,1C  следующую по-

следовательность: ( ) nt
nf t nte . 

12. Исследовать на сходимость в пространстве  0,1C  следующую по-

следовательность: ( ) nt
nf t ne . 

13. Исследовать на сходимость в пространстве  0,1C  следующую по-

следовательность: ( ) sinn
tf t n
n

 . 

14. Исследовать на сходимость в пространстве  0,1C  следующую по-

следовательность: ( ) sinn
tf t n
n

 . 

15. Исследовать на сходимость в пространстве  (1) 0,1C  следующую 

последовательность: ( ) nt
nf t nte . 

16. Исследовать на сходимость в пространстве  (1) 0,1C  следующую 

последовательность: ( ) nt
nf t ne . 

17. Исследовать на сходимость в пространстве  (1) 0,1C  следующую 

последовательность: ( ) sinn
tf t n
n

 . 

18. Выяснить, сходится ли в нормированном пространстве  0,1C  по-

следовательность ( ) sin sinn
tx t t
n

  . 

19. Выяснить, сходится ли в нормированном пространстве 1l  последо-

вательность 
10,...0, ,0,...n

n

x
n

 
   
 

. 
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20. Выяснить, сходится ли в нормированном пространстве 2l  последо-

вательность 1 11, ,..., ,0,...
2nx

n
   
 

. 

21. Выяснить, сходится ли в нормированном пространстве  0,1C  по-

следовательность 
1 2

( )
1 2

n n

n
t tx t
n n

 

 
 

. 

22. Исследовать на сходимость в пространстве 1 ,1
2

C  
  

 следующую 

последовательность: ( )
t
n

nf t e . 

23. Исследовать на сходимость в пространстве  0,1C  следующую по-

следовательность: 
1

1( ) sin
n

n
k

tf t
k k

 . 

24. Исследовать на сходимость в пространстве  0,1C  следующую по-

следовательность: 2

sin( )n
ntf t

n t
 . 

25. Доказать, что элемент 0
1 1 11, , ,..., ,...

ln 2 ln3 ln
x c

n
   
 

 не принадле-

жит pl  ни при каком 1p  . 

Указание: воспользоваться интегральным признаком сходимости ря-

да. 

26. Привести пример последовательности  nx , которая бы принадле-

жала каждой из рассматриваемых пар пространств и: 

а) сходилась в 2l , но не сходилась в 1l ; 

б) сходилась в 0c , но не сходилась в 1l ; 

в) сходилась в 0c , но не сходилась в 2l . 

27. Доказать, что lim
pl lp

x x
 
 . 

28. При каких значениях p  и q  имеет место вложение p ql l ? 


